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Die Koeffizienten der Beihen, welche linearen homogenen Dififerentialgleichungen 
höherer Ordnung genügen, lassen sich im allgemeinen independent nicht in übersichtlicher 
Form darstellen, sodafs die Berechnung der Funktionswerte auf diesem Wege meist nicht 
zu bewerkstelligen ist. Es wird stets von Wichtigkeit sein zu erkennen, ob die vor- 
gelegte Differentialgleichung mit solchen niedrigerer Ordnung in Zusammenhang steht, ob 
beispielsweise die Lösungen derselben Produkte zweier Lösungen von Differentialgleichungen 
niederer Ordnung sind. Man wird hierüber ein Urteil fällen können, wenn man die 
Differentialgleichungen ninter Ordnung genau angeben kann, denen die Produkte der 
Lösungen zweier Gleichungen mter und nter Ordnung genügen; der Weg, wie man zu 
dieser Gleichung gelangen kann, wird im ersten Abschnitt der vorliegenden Arbeit an- 
gegeben. Im zweiten Abschnitt wird ein einfaches Kriterium dafür gefunden, dafs jede 
Lösung der erhaltenen Gleichung in ein solches Produkt zerspalten werden kann und in 
den folgenden Abschnitten werden die gewonnenen Resultate spezialisiert. Zunächst (IIL) 
werden die Differentialgleichungen 4ter resp. 3ter Ordnung aufgestellt, denen die Produkte 
zweier Differentialgleichungen 2ter Ordnung genügen; alsdann (IV.) die Reihen für die 
Besselschen Funktionen zweiter Art Y" auf neue Weise abgeleitet und schliefslich wird (V.) 
eine einfache Verallgemeinerung der Eulerschen Transformationsformel der hypergeometri- 
schen Reihe für die Lösungen der Differentialgleichungen 2ter Ordnung mit n im End- 
lichen liegenden singulären Punkten gegeben. 
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Es seien die beiden Differentialgleichungen: 



(1) 



d^y 
dx 






dx^ 



d»y 



8 



n-1 



= 2(i, 



d^y, 



dx° uZo^'' dx^ 



und 



vorgelegt, worin P^ und Qv beliebige rationale Funktionen von x bedeuten. Dann be- 
bestehen für jedes ^ > m — 1 und jedes (T > n — 1 die folgenden Gleichungen : 



(2) 



4 — 



d' yx _»-;^ d" y, 
d X' —vt,^* • " ■ dx"' 



worin p, , „ und q«, y ganze Funktionen der P und Q und deren Ableitungen bis zur 
{q — m)ten, resp. ((T — n)ten Ordnung sind; dieselben sind mithin ebenfalls rationale 
Funktionen von x. 

Substituiert man nun in: 

(üs d' (yi y.) ^ j. nt _ dTy. d'-fy, 

^''^ dx' ^0 /7^/7(r-^)" dx* 'dx'-? 

für die Ableitungen von höherem als dem (m — l)ten, resp. (n — l)ten Grade die in (2) 
gefundenen Ausdrücke, so geht (3) Ober in: 



W 



d' (yi y«) ^ ^ (r) d^yi d^y, ^^ = 0, 1» -m— 1\ 
dx' ^.r "••' dx"* dx" \»' = 0, l.-- n— 1/' 



worin a^'^ ganze Funktionen von p und q sind; die Summe auf der rechten Seite von 

(4) besteht höchstens aus m-n Oliedem. Multipliziert man nun die Ableitungen von 
yiy< von der nullten bis zur muten Ordnung mit vorläufig unbestimmten Funktionen 
Xo, Xi'-Xbd von X und addiert, so folgt: 

"Iy *JM^— "ty v„(') d'^yi ^'y, 
J,^~di^-J,\:»V''dl?"'"dI^ 



d'^y, d'y. 



mn 



(0 



Die rechte Seite ist identisch Null, wenn: 

(5) "ix,«<'> =o('* = JV""'~l) 
ist, Setzt man: 

SO bildet (5) ein System von m n Gleichungen, welches in Bezug auf die m n Funktionen 
Xo, Xi • • • Xmn-i linear und nicht homogen ist. Wenn daher die Determinante aus den 

Gröfsen a^f y(r = 0, 1, ••• mn — 1) von Null yerschieden ist, so lassen sich durch (5.) 

diese Funktionen eindeutig bestimmen und es besteht alsdann die Differentialgleichung: 

(6) "ix,^^ = 0. 

Ist aber jene Determinante gleich Null, so wird die resultierende Differential- 
gleichung von der (mn — l)ten Ordnung werden; denn dann setze man: 

X„. = 



— 5 - 

und man erhält aus (5) ein homogenes lineares Gleichungssystem für Xo'-Xmn^L, woraus 
diese Funktionen eindeutig bestimmt werden nach beliebiger Wahl von Xmn-i, &lls nicht 
noch Unterdeterminanten verschwinden, wodurch abermals nur die Ordnungszahl der 
resultierenden Differentialgleichung erniedrigt werden könnte. 
Man erhält somit den Satz: 

Sämtliche mn Produkte, gebildet aus den Lösungen einer 
Differentialgleichung mter Ordnung und denen einer solchen 
nter Ordnung, sind Lösungen einer Differentialgleichung höch- 
stens von der muten Ordnung. 

Im speziellen genügen also die Produkte der Lösungen zweier Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung einer Differentialgleichung vierter resp. dritter Ordnung. 

Ferner ergiebt sich aus obigem Satz, dafs das Produkt der Lösungen einer 
Differentialgleichung erster und nter Ordnung Lösung einer Differential- 
gleichung ebenfalls von der nten Ordnung ist. 

Aufserdem ist sofort ersichtlich, wie der obige Satz sich auf die Produkte von 
mehr als zwei Differentialgleichungen ausdehnen läfst. 



Wie schon erwähnt, kann die resultierende Differentialgleichung von geringerer 
als der muten Ordnung sein. Eine solche Reduktion tritt immer ein, wenn die beiden 
Faktoren des Produktes Lösungen derselben Differentialgleichung sind. In diesem Falle 
geht (1) über in: 



und aus (2) wird 





d-y»_V d''y, 
dx ^=0 '' dx" 




d»y,_--^p d^y, 
dx ^=o''dx" 




dx* '" dx' 




dy; = :sp,^d y, 

d x" M=« d x'' 


d'y. 


d*^ Y, 

^ hat. ilAinnAAh H 



dx« AjTf dx'* dx" 

Pf.M'P'-«'»« daher gebt (4) über in: 

m d' (y, y,) _ ^ d^yi d'y, ; Ht ^ ^ , n i i^ 



— 6 — 



Vertauscht man auf der rechte'ri Seite fi und v, so wird dadurch die innere 
Summe nicht geändert, wie man sofort erkennt, wenn man in derselben die Reihenfolge 

der Glieder umkehrt, d. h. r— ^ i^r q setxt.« Somit haben die beiden Gröfsen — ^^— ^'^ 

d x^ d X 

und — ^ § denselben Jioeffizienten. Betrachtet man die Summe dieser beiden Gröfsen 

dx d'yr 

als ein Glied, so besteht die rechte Seite von (7) aus - ,^ Gliedern, nämlich aus 
m Gliedern der Form 

-~ i- und aus — ^ — ^ Gliedern der Förin — ^ ^ -X- ruLl . ^LA3 

dx^ dx^ 2 dx^ dx*' dx'' dx" * 

Analog dem obigen braucht man hier nur die Ableitungen des Produkts yiy^ bis zur 
Ordnung —^-^t_l ^ mit gewissen Koeffizienten multipliziert, zu addieren, damit die 
rechte Seite identisch verschwindet. Daraus folgt der Satz: 

Die Quadrate und Produkte (zu zweien) der Lösungen einer 
Differentiulgleichung mter Ordnung genügen einer Differential- 
gleichung höchstens von der Ordnung ^ "^ . 

Im speziellen genügen somit die Quadrate und Produkte einer Differential- 
gleichung zweiter Ordnung einer Differentialgleichung dritter Ordnung. 



n. 

Es läfst sich zeigen, dafs die Differentialgleichung (6) keine anderen Integrale 
als Produkte zweier Lösungen von (1) besitzt oder dafs, mit anderen Worten, das Produkt 
zweier Fundamentalsysteme von (1) ein Fundamentalsystem vo!n (6) ist, 

wenn die Determinante J aus den Gröfsen aj^'^ von Null verschieden ist. 

Zu dem Ende wird es nötig sein, einen Determinanten-Hilfssatz vorauszuschicken. 

Setzt man: 



«11 «12 


•••«Im; 


und 


B„ — 


ßvL ßu • • • /?1 n 1 


«n «M 


1 

• • • Äjm 






Ai ßn ' " ßia 


• 


• 






1 
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• 






• 



! «ml ffni2 • • • «mm ' | j^nl /^n 2 * * ' /^n 

WO a und ß ganz willkürliche Gröfsen bedeuten; femer: 



(8) •(' (rr„,, ßn) = «n ßiu «n ßn i 



«II ftiM «12 /i^in "«12 /^12? ••'■' «IS /^In- • • «Im ^11 ' * * «1 m /^l n 
«11 /^«n, «18^1) «12 ^2, •'• •' «1« ?2n* • • «Im ftl •'•«Im ftnl 



«11 /^ri 1 , «11 ^n 2 , • • • «n /^n n , «12 ßn 1 , «19 ßn 2 ^ 
«21 /^n? «21 ft»} •••«21 /?ln, «22 ftl , ^^22 A21 



• • Cllt'ßnn • • • «Im j^nl • * '.«Im ßau 
'•. ^22 An' •• «2m ßn •••«Am /^l n 



«ml ßlii «ml /^127 • • • «ml ftn, «m2 fti, «nja As» *<* * «taiÄ ßi-n ' ' ' «mm ß\\ ' • • «mm ßln 
«ml /^nl, «ml /^n2, ' * • «nil j^nn, «m« ftl, «m '« /^ni, ' ' * «m^ ßnn ' ' ' «mm ßn\ ' * ' «mm ßnix 



SO ist: 
(9) 



) 1: 



; ) '. 



. ( l 1 * j r I l'/ 



c(ai„, i»„)=a:b:. 



Zum Beweise dividiere man die ersten n Horizontalen in (8) durch au, die 
folgenden n durch agi u. s. w., schliefslich die letzten n durch a^i; subtrahiere alsdann 
die erste Horizontale von der (n + l)ten, der (2n + l)ten • • •, die zweite Horizontale von 
der (n + 2)ten, der, (2n + 2)ten • • •, schliefslich die nte Horizontale von der 2nten, der 
Suten--- zuletzt von der mnten Horizontalen. I>ann werden sämtliche Glieder der, ersten 
n Vertikalen von der (n + l)ten Horizontalen an verschwinden; mithin zerfällt die ganze 
Determinante in das Produkt zweier'), deren eine Bn ist. Die zweite ist C («m , /^n ) analog 
gebildet. Während C(ain, ßn) von der mnten Ordnung ist, ist diese neue Determinante 
von der (m — l)nten Ordnung; dem« entsprechend treten in derselben an Stelle der 
m* Gröfsen a nur (m — 1)' Gröfsen a' auf, die in bestimmter Weise aus den a gebildet 
sind, von den GrG(sen ß aber unabhängig sind; die Gröfsen /} sind in beiden Determi- 
nanten gleich. Man kann somit die neue Determinante mit G(crm~i, ßn) bezeichnen und 
erhält die Gleichung: 

' C(«ö,^ /^n) == («11 • «21 • • • aml)''-.B9-C(a'm^i, ßn). 



Setzt man zur Abkürzung: 

(«U-«2l--^.«ml)° — («m)'' 



I ' 



so ist: 



C («„,, ßn) = («m)» • G {a'm-i, ßn) ' B„J 



Durch Iteration dieser Gleichung folgt: ' -^ 

C (a™, ß.) = (a„)° . (a'„,^x)° • C («''„._2, ßn) • Bp« 

und schliefslich: 

(10) C (a™, ßn) = («m)° • («'m-O- • ' ' («l"^""^)" ' B„™. 

Aus der obigen Bemerkung über die Entstehung von a' folgt, dafs der Faktor 
von B^ in (10) allein eine Funktion der Gröfsen « und zwar, wie aus (8) ersichtlich, 
eine ganze Funktion derselben ist. 



^) Siehe beispielsweise Baltzer, Theorie und Anwend. d. Determ. § 4, 2. 
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Die Determinante G(a^^ ßn) ist in (8.) so geordnet, dafs jede Horizontal- und 
Vertikalreihe aus m Teilen von je n Gliedern besteht derart, dafs in jedem Teile der 
erste Faktor (a) jedes Gliedes derselbe ist. Nun übersieht man aber leicht, dafs sich 
C(aa>, j^o) auch so ordnen läfst, dafs jede Horizontal- nnd Vertikalreihe aus n Teilen 
von je m Gliedern besteht derart, dafs in jedem Teile der zweite Faktor (ß) jedes Gliedes 
derselbe ist. FQhrt man für die so geordnete Determinante eine der obigen ganz 
analoge Betrachtung durch, so folgt: 



(11) 



C (««, ßn) = (ßn^ ' {/»'n^l)- ' • ' {ßl'^-'Y ' K ' 



Aus (10) und (11) erkennt man, dafs der Faktor von B^ in (10) gleich A^ ist, 

wenigstens bis auf einen von a und ß unabhängigen Faktor. Dafs dieser gleich 1 ist und 
damit die Richtigkeit von (9) leuchtet ein, wenn man in Am und Bn sämtliche Elemente 
bis auf die der Hauptdiagonalen gleich Null setzt Dann wird: 

Am = «11 • «M • • • «mm UUd B = fti ' /?« /^^ii n . 

Auch in C{aat^ßn) verschwinden alsdann sämtliche Elemente bis auf die der 
Hauptdiagonale und es ist in diesem Fall: 

C («m, ßo) = («11 •««••• «mm)" • (fti ' ßn ' * ' ßtm)"^ , 

wie es (9) erheischt. 

Bilden nun die Funktionen Ui, U9*--Uni und Vi, Va-*-Vn Fundamentalsysteme der 
Differentialgleichungen (1), so werden die sämtlichen mn Glieder des Produkts 

(ui -f- U2 H Un») (Vi + V, H Vn) die Elemente eines Fundamentalsystems von (6) sein, 

wenn ') : 



(12) 



D=j U, Vi (UiVi)' (UiVi)" 
Ui V, (UiVaV (Ui V,)" 



Ui Vn (Ui V»)' (Ui Vn)" 
U, Vi (U, Vi)' (U, Vi) " 



UmVn (UoiVb)' (UmV„)" 



(Ui v,)(»°~^> 

(Ui Vjj)<»»-^> 



(Ui Vn)<""-*^ 

(«t Vi)(«»-^> 



(UmVn)^"»""'> 



^0 



ist. (Die Striche bedeuten die Ableitungen.) Setzt man in D für die Ableitungen der 
Produkte die Summenausdrücke (4), so wird jedes Element von D aus mn Summanden 
bestehen, von denen allerdings verschiedene verschwinden werden, und es kann sonach D 
in eine Reihe Einzeldeterminanten aufgelöst werden. Schreibt man in (4): 



M) 



«0,r = <^'' 






ßt, n+r • • • «„ « == ^r, |U n+v , 



M. V 



so verschwinden wegen der Gleichheit zweier Vertikalreihen alle diejenigen Einzel- 
determinanten, bei denen der zweite Index des Koeffizienten ß in zwei Vertikalreihen 
derselbe ist. Hieraus erkennt man, dafs alle übrig bleibenden Einzeldeterminanten aus 



1) Fncbs, Zur Theorie der linearen Diiferentialgl. Jonrn. f. Math. Bd. 66. Nr. 2. 
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einem aus mn Gröfsen ß zusammengesetzten Faktor mit positivem oder negativem Vor- 
zeichen und der Determinante: 



(13) W = 



Ui Vi Ui v/ • • • Ui v/""~^) u/ Vi • 
Ui Vj Ui Va' • • • Ui Vi("-^> U/ Va • 



••u/v/«»-^) ••.u/"»"^>Vi . . . Ui(°»-^> v/"-^) 
• • u/ V2^°-*> • • • Ui<°*-^> V, • . . Ui^"*-^) sj^""-^^ 



UiVn UiVn' 
UjVi UaVi' 



Ui Vn^"""^^ Ui' Vn • • • U/ Vn^''~^^ • • • Ui^"-^^ Va 

u«Vi<»-^) u/vi . . • Us' Vi^»-^> ••.U8^»-^>Vi 



U/°»-^> Vn ^"-^^ 



Um Vn Um Vn' • • • Um Vn^**""*^ Um' Vn • • • Um' Vn^''""^^ • • • Um^°*"^^ Vn • " • Um^""^^ Vn^""'^ 

bestehen. Da in keinem Faktor dieser Determinante der erste Index von /}, wie aus (12) 
ersichtlich, wiederholt vorkommen kann, noch nach dem eben erwähnten der zweite, so 
sind diese Faktoren, abgesehen vom Vorzeichen, die einzelnen Glieder der Determinante: 



ßwi ßo\ 

ßio ßn 



Po, mn— 1 
Pl mn— 1 



/^mn— 10 /^mn— 11 * ' * /^mn— 1 mn- 1 

• ■ 

Es läfst sich nun zeigen, dafs auch das Vorzeichen jedes Faktors das des ent- 
sprechenden von J ist Es sei eine Einzeldeterminante: 

ßo% ' ftb • • • ßvV ' ' ftl • • • ßmn—m ' W , 

eine andere: 

ßou ' ßlh • ' ' ßt\ • ' • ßnk' ' /^mn— 1 q * W , 

WO a, b...k...l...q eine beliebige Permutation der Zahlen 0, 1 . . . mn — 1 bedeutet 
und W und W" abgesehen vom Vorzeichen gleich W sind. Beide Faktoren sollen, wie 
angedeutet, mit Ausnahme des rten und sten Gliedes übereinstimmen. Dann geht, wie 
aus (12) erhellt, W" in W über durch Vertauschung der rten und sten Vertikalreihe; 
daher ist: 

W" = — W. 

Die beiden Faktoren von W und W haben aber als Glieder der Determinante 
J betrachtet auch entgegengesetztes Vorzeichen. Denn nach dem bekannten Bildungs- 
gesetz der Determinanten') wird das Vorzeichen eines Gliedes durch die Anzahl der 
Inversionen der zweiten Indices bestimmt, wenn die ersten in der natürlichen Zahlen- 
folge geordnet sind; ist die Anzahl der Inversionen gerade oder Null, so erhält das Glied 
das positive, andernfalls das negative Vorzeichen. Vertauscht man nun im vorliegenden 
zweiten Faktor das r te und s te Glied, so bilden die zweiten Indices dieselbe Reihenfolge 
wie im ersten Ausdruck; bei dieser Vertauschung hat sich aber die Anzahl der Inversionen 
um eine ungerade Zahl geändert'^) und hieraus folgt die Richtigkeit der Behauptung. 
Die Determinante +W erhält man direkt aus (12), wenn man /^oo/^u. . ./Jmn-imn-i als 



') Baltzer a. a. 0. § 2. 
9) Baltser a.a.O. § 1. 

Sophien-Realgjmoasiom. 1895. 
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Faktor wählt. Da dies das Diagonalglied von /i ist, so stimmen beide Ausdrücke auch 
im Vorzeichen überein. Da alle Glieder durch successive Platzvertauschnng von je 
2 zweiten Indices erhalten werden ; mit jeder solchen Vertauschung aber wie oben gezeigt 
ein Wechsel des Vorzeichens eintritt, so sieht man, dafs in der That die Glieder das- 
jenige Vorzeichen besitzen, welches der aus den betreffenden Gröfsen ß bestehende Faktor 
in der Determinante /1 hat. Addiert man alle Einzeldeterminanten, so erhält man demnach : 

(14) D = ^ • W. 



Setzt man nun: 



U = 



U, Ui' 
UgUs' 



• • • Ui^""~^^ 

• • • Uj^"-*) 



und 



V = 



Um Um' • • • Um^""*^^ 



Vi v/ • • • Vi^"-^> 

Vj Vt' • • • Vj<"-^> 

• • • • 

Vn V„' • • • Vn<°""^^ 



SO geht (8) in (13) über, wenn man substituiert: 



«. ^ = u>- ^) und /»p c == v>-^) 



und es folgt aus (9) und (14). 
(15) 



D = .Y • U» • V» . 



Aus dieser Gleichung folgt sofort die Richtigkeit der an der Spitze dieses Ab- 
schnitts ausgesprochenen Behauptung. 



Hieran läfst sich noch folgende Bemerkung anknüpfen: 

Die Determinante eines Fundamentalsystems kann bekanntlich^) nur an den Un- 
steügkeitsstellen der Koeffizienten der zugehörigen Differentialgleichung verschwinden. Es 
wird mithin D nur an den Unstetigkeitsstellen der Koeffizienten A, der Gleichung (6) 
gleich Null werden. Im allgemeinen werden die Nullstellen von J nicht mit den Un- 
stetigkeitsstellen der Koeffizienten P^ und Qi^ der Gleichungen (1) zusammenfallen. Da 
nun nach dem eben Bewiesenen keine Lösung von (6) sich nicht als Produkt zweier 
Lösungen von (1) darstellen läfst, mithin auch keine Lösung an anderen Stellen als an 
den Unstetigkeitsstellen der ursprünglichen Differentialgleichungen unstetig werden kann, 
so folgt aus (15), dafs die resultierende Differentialgleichung (6) im all- 
gemeinen eine Anzahl scheinbar singulärer Punkte — die Nullstellen von 
J — besitzen wird. 



1) Fuchs a. B. 0. 
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Ferner : 

Gehören die Differentialgleichungen (1) der Fuchsschen 
Klasse an, so gehört die resultierende Differentialgleichung 
(6) ebenfalls der Fuchsschen Klasse an. 
Und: 

Unter mehreren Produkten der Lösungen von (1) kann eine 
lineare homogene Relation mit konstanten Koeffizienten nicht 
bestehen, wenn die Determinante /l nicht identisch ver- 
schwindet. 



IIL 

Die vorstehend gewonnenen allgemeinen Sätze lassen sich in mannigfacher Weise 
spezialisieren. 

Einige Anwendungen derselben besonders in Bezug auf Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung sollen im folgenden besprochen werden. 

Aus dem im ersten Abschnitte gewonnenen Resultate ergiebt sich, dafs die Pro- 
dukte der Lösungen einer Differentialgleichung n ter und erster Ordnung wieder Lösungen 
einer Differentialgleichung nter Ordnung sind. Für Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung ist dieser Satz schon von Euler') erkannt worden. Lautet die vorgelegte Diffe- 
rentialgleichung: 

dx» ~vZr dx»' 

und ist: 

dt 

di = '*' 



so genügt z = yt einer Differentialgleichung: 

d°z_°-^ d*^z 
dx^^p^o^^dF 

worin, wie man leicht erkennt: 



qn-i==Pn-i + nr 

ist. Aus der letzten Gleichung sieht man, dafs eine Differentialgleichung stets so um- 
geformt werden kann, dafs der Koeffizient der zweithöchsten Ableitung verschwindet; 
um dies zu bewerkstelligen mufs als abhängige Variabele: 

e »^ y 
an Stelle von y eingeführt werden. Im besonderen geht aus der Gleichung: 

1) Euler, Instit. calc. integr. vol. II, cap. IX, probl. 125. 

2» 
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in Verbindung mit: 



durch die Substitution 



die Gleichung hervor: 



dt 

j— = rt 

dx 



z = yt 



(17) J^=:(p + 2r)^ + (q-rp + r'-r>)z. 

Setzt man nun r = — ~ , se erhält man die transformierte Gleichung; 



<,S, ^ = (,+ |p._ •,.)._ 



8Z. 



Zur Herleitung der Differentialgleichung vierter resp. dritter Ordnung, welcher 
die Produkte der Integrale zweier Differentialgleichungen zweiter Ordnung genügen, l&fst 
sich diese transformierte Gleichung mit Vorteil verwenden. 

Ausgehend von dem Gleichungssysteme: 

d*z 
dF = «^ 

mufs man, um die Differentialgleichung des Produkts u = z • Zi zu finden, nach den Ent- 
wickelungen des ersten Abschnitts die vier ersten Differentialquotienten von u ausgedrückt 
durch z und Zi hersteilen ; unter Benutzung der beiden obigen Gleichungen lauten dieselben : 

U = ZZi 

du dzi . dz 

= Z-r- + Zi 



(20) 



dx dx dx 

d'u ^ dz dzi / , V 
= 2j-:' :rr + (84-8i)zzi 



dx' dx dx 



|^ = (3s+sOz^ + (s + 380z,^ + (s'+s/)zz, 



+ j(8 + 8i)» + 488, + S" + Sx"} ZZ, . 



Damit diese d Gleichungen miteinander besteben kdnnen, mofis sein: 
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tt 





da 
dx 





d'u 


9 


dx' 


L 


d»u 


c\ 


dx» 


U 


d*u 


4./R- 





1 







1 





3s4-8i 8-f-3si 



1 


S + 8i 
8' + 8x' 



= 



dx« 



4(8+80 48' + 28x' 2s' + 48x' (8+8.r- + 4s8, + 8" + 8x" 



Die Auflösung dieser Determinante ergiebt folgende Differentialgleichung 
d*u s' — Si'd'n , „, , »d'u , ss' — 58'8, + 5sbi' — SxSj'du 



S — 8i 



dx 



rx S' - 8i' 



Setzt man: 



(21) 



-{(»' + 8^') TIT^ - (»" + s^") + (s-Si)* }« 



s— Si = d s + Si = (r 



so lautet dieselbe: 



(22) 



41h 

dx* 



d'd'u , o d'u , /^ , ^ d'\du , / „ .. ,d'\ 

=Td?+2^d^+r-2"T)dbr+r-^"--^T)^ 



Ist 



wo: 



v = t-u 



t' = et, 



so genügt V einer Differentialgleichung vierter Ordnung, deren vier Koeffizienten von den 
drei Funktionen d, (T, ^ abhängen. Soll demnach das allgemeine Integral einer Differential- 
gleichung vierter Ordnung in das Produkt der allgemeinen Integrale zweier Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung zerfallen, so mufs unter den 4 Koeffizienten derselben eine 
Bedingungsgleichung bestehen. Dieser Satz läfst sich leicht verallgemeinern. Vermittelst 
einer Differentialgleichung erster Ordnung lassen sich die n Koeffizienten einer Differential- 
gleichung nter Ordnung» wie oben gezeigt wurde, stets auf n — 1 von einander unabhängige 
reduzieren. Die Differentialgleichung mnter Ordnung, welche durch Multiplikation einer 
Differentialgleichung mter, nter und erster Ordnung entsteht, besitzt also m + n -^ 1 ^on 
einander unabhängige Koeffizienten. Hieraus folgt: 

Wenn das allgemeine Integral einer Differentialgleichung 
mnter Ordnung in das Produkt der allgemeinen Integrale einer 
Differentialgleichung mter und nter Ordnung zerfallen soll, so 
müssen unter den mn Koeffizienten derselben (m — l)(n— 1) Be- 
dingungsgleichungen bestehen. 
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Die durch (21) definierte Gröfse d ist bis auf den Faktor 4 fttr das System (19) 
dieselbe Gröfse, welche im zweiten Abschnitte f&r das System (1) mit J bezeichnet wurde. 
Nach dem am Ende des zweiten Abschnitts angegebenen Satze folgt demnach mit Rück- 
sicht auf (21): 

Unter den Produkten der Integrale zweier verschiedenen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung kann niemals eine 
homogene lineare Relation mit konstanten Koeffizienten be- 
stehen, wenn nicht die Lösung der einen aus der andern durch 
Multiplikation mit der Lösung einer Diffentialgleichung erster 
Ordnung entsteht. 
Wie schon im zweiten Abschnitt bemerkt wurde, wird die Differentialgleichung (22) 
eine Anzahl scheinbar singulärer Stellen, nämlich die Nullpunkte von cf, besitzen. Nimmt 
man als Beispiel die Differentialgleichungen der hypergeometrischen Reihen y, welche in 
der transformierten Form lauten: 

d«2_ (a^/?+l)(a-/?-l)x' + {(r-2a)(y-2/y) - y(y-2)}x + y(y-2) ^ 
dx»~ 4x'(l-x)« ' 

wo z = x'*'(l — x) * «y ist mit den Elementen «, ß^ y und «i, ft, /i, so folgt aus (21): 

4x^(1— X)* 

Hieraus sieht man, dafs die resultierende Gleichung (22) in diesem Falle zwei 
scheinbar singul&re Stellen, die Nullpunkte des Zählers von (f, besitzen wird. Wenn aber 
eine Wurzel des Zählers Null oder Eins ist, d. h. wenn 

yi = y oder /i = 2 — y 

oder («,+A+n)'-4(ri+2«aA) = (a+/?+r)'- 4(y+2a/?) 

oder wenn die beiden Wurzeln des Zählers einander gleich sind, ist nur eine scheinbar 
singulare Stelle vorhanden. 

Wenn aber beide Wurzeln Null sind, d. h. wenn 

(r,-2«,)(y,-2ft) = (r~2a)(y~2/J) 

und yi = y oder n = 2 — y 

oder wenn beide Wurzeln Eins sind, d. h. 

«r + A' - n («i+A-i) = «■ + i*' - r («+/J-1) 
und («1- A)' - ri (y, - 2) = («-/?)»- y (r ~ 2) 

oder wenn eine Wurzel Null, die andere Eins ist, d. h. 

und yi = y oder yi=z2 — y, 

ist keine scheinbar singulare Stelle vorhanden, natürlich unter der Bedingung, dafs die 
gegebenen Differentialgleichungen nicht selbst schon eine scheinbar singulare Stelle besitzen. 
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Die aus dem System (19) resultierende Differentialgleichuug reduziert sich auf 
die dritte Ordnung, wenn 8i = s ist, wenn also die beiden urspranglicben Differential- 
gleichungen einander gleich sind. Das Gleichungssystem (20) liefert alsdann: 

= 



u 








1 ; 


du 
dx 





1 


1 



1 


d»u 
dx» 


2 





2b 


d«u 

A-r* 





4s 


28' 



oder 
(28) 



«^'^ = 48^ + 28'. 



dx 



dx 



Verbindet man hiermit die Gleichung: 

t' = rt, 

so erh&lt man für y as t • u = t • z^ die Oleichung : 

(24) *^ = 3r^ + (48+3r'-3r>)^ + (28'^4sr + r' 



— 8r'r+r*)v. 



Setzt man 



r' r' 
und S + -2 — J = ^' 



so genügt y=yt-z der Gleichung (16); die bei dieser Substitution aus (24) fliefsende 
Gleichung : 



(25) 



ä? = *P5^ + (*^+P'-^P')5^+<2^'""*P^)'' 



hat demnach das Quadrat des allgemeinen Integrals von (16) als allgemeines Integral. 
Diese Gleichung ist zuerst von Hermite*) angegeben worden; in anderer Form wird die 
nämliche Gleichung von Fuchs und von Brioschi ^) aufgestellt ; man erhält dieselbe durch 
die Substitution: 



nämlich : 

(26) 



P=--2-^ ™^ q = -| 

d'T d'v dv 

2v^ + 8*'^V(?'" + 8V)fJ + 40'v=O. 



1) Hermite, Sur F^quation de Lame. Ann. di matem. ser. II, tom. 9. 

2) Fachs, lieber eine Klasse von Differentialgleicbangen, welche durch AbeFsche oder elliptiscbe 
Funktionen integrirbar sind. Götting. Nachrichten 1878. — Brioschi, Sopra una classe di eqaaxioni diffe- 
rensiali linear! del secondo ordine. Ann. di mat«m. ser If, tom 9, 
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Die Gleichungen t&v v enthalten in ihren drei Koeffizienten zwei von einander 
unabhängige Funktionen; es mufs demnach unter den Koeffizienten einer beliebigen 
Differentialgleichung dritter Ordnung eine Bedingungsgleichung bestehen, damit dieselbe 
das Produkt zweier Differentialgleichungen zweiter Ordnung sei. Aus obigen Gleichungen 
ergiebt sich leicht diese Bedingungsgleichung und man erhält den Satz: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dafs das 
allgemeine Integral der Differentialgleichung: 

d*v d"v , dv , 

das Produkt der allgemeinen Integrale zweier Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung ist, lautet: 

4 12 2 

07^ ~r "o" Äs •"•"q"Äiäi "t* "o" *i^ — *i -r2ao = 0. 



IV. 

Auch zur Ermittelung mancher Integrale läfet sich die transformierte Gleichung 
(18) bequem verwenden. Aus derselben erhält man sofort: 



Jszdx = [5||. 



Multipliziert man femer das Gleichungssystem (19) mit Zi resp. z und subtrahiert, 
so folgt: 



d f dz dzi\ , V 



und hieraus: 



(27) .j-(8-8,)zz,dx = [z,||-z^]', 

wo f&r z und Zi zwei beliebige Lösungen von (26) gewählt werden können. Sei scbliefs- 
lich C ein zweites Integral von (18) so ist: 

^' , ^A r ^ dz da- 

wie leicht verifiziert werden kann. Diese Formeln, besonders (27), finden bei Koeffizienten- 
bestimmungen von Entwickelungen beliebiger Funktionen nach anderen Funktionen, z. B. 
Kugelfunktionen, vielfach Anwendung. Als Beispiel für deren Anwendung mögen die 
Besselschen Funktionen dienen ; dieselben sind für positive reelle Werte von x durch die 
Gleichung definiert: 
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y« = 



m 



i^n[n-l)\ 



(x-^^-n)fe-*"{{v-iv«r^±(v+iv'r"»}d 



oo 

X" cos 



oo 



-ix-8in(x-?^..)je-*"{(Y-iV)" »=F(v + iv'r -}dvl 



woraus durch die oberen Zeichen die Besselsche Funktion erster Art J" (x) , durch die 
unteren Zeichen diejenige zweiter Art iY° (x) hervorgeht, wie ich an anderer Stelle ge- 
zeigt habe^). 

Sie genügen der Differentialgleichung: 

d*y , 1 dy , /, n'\ ^ 

woraus für: 

z= Vx^y 
die transformierte Gleichung: 

(29b) d^ = rJZi_lfz 

dx' [ X» ■ 

folgt. 

Wählt man in (28) 2yx als Integrationsvariable, so erkennt man sofort, dafs für 
unendlich grofse Werte von x die Gleichungen bestehen: 

..(x) = \/Äc.(.-?i4H„) 

^ nx \ 4 / dx 

bei Vernachlässigung höherer Potenzen von — . Für endliche Werte von x bestehen die 
Gleichungen: 

jn oo (— l)Xx** 

und wie ich an dem angegebenen Orte gezeigt habe: 



(32) 



J . T«(x) = I V^(0) - log -|-| J»(x) + f a^ xA 



woraus bei Benutzung der bekannten Gleichungen: 



1) über die Ganfssche und Besselsche Differentialgleichang. Journ. far Math. Bd. 114. 

Sophien-He»l'OyiBiiMiDxn. 1895. S 



(33) 



(34) 



2n 

X 
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yn = yu-1 + yn+i 



9 *y°_ 



yn-i — y.+i; ^■'^- = — y^ 



sich ergiebt: 

(35) 



I Y«^ (X) = I V/(o) - log 1 1 J- (X) + ^ |b, xi . 



Die Koeffizienten a , bx sind vorläufig noch unbestimmte Gröfsen. 
aus (27) mit Rücksicht auf (29 a, b): 

b 

dy» .„ dy, "1^ 



Nun folgt 



(36) 






y-y 



dx 



~ n' - m« r^" 



dx 



xy. 






Aas (36) flie&en mit Bücksicht auf (30)— (35): 



(37) 



f J"(x)J»+*'»(x) 




oe 



X 



dx =0 



(m>l) 



Jn(x)jn+»a.+l(x) 2 

— i-^ i- dx = 



(-1)- 




oo 



n (2m+l)(2n + 2m+l) 



rY°(x)J °+«"(x) ^2^ (—1)» 

J \ ^ ~ n 2m(2n + 2in] 





(m>l) 



Cl' (x) J-+«»+i (x) 



I 



dx=0 



(m > 0) . 



Die erste dieser vier Formeln ist auf anderem Wege schon von Herrn Heine^), 
die zweite von Herrn Sonine') bewiesen worden. 
Setzt man: 



f J"(x)J-(x) . 



so folgt aus (33) und (37): 



00 



CJ»(x)J»+i(x) 

J X' 




dx 


2(n+l) 


fj"(x)J— >(x) 


Ar 


Vn 



1) 



1) Heine, Handbuch der Kugelf anktionen. I. Bd. pag. 255. 

2) Sonine, Mathem. Annalen. Bd. IG. 
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und aus diesen beiden Gleichungen: 

n — 1 n 
oder: n^n = (n — 1) Vn-i = (n — 2) ^„-2 = . . . = yi. 

Mit Hilfe von (34) und (31) folgt: 



« ■ 



also: 



1 
9i = Y • 



Folglich ist: 



(38) J **^ = 25 <°=^)' 



Aus (37) ergeben sieb bei Anwendung der Formeln (33) und (34) noch zahlreiche 
andere Formeln; beispielsweise: 



oo 





oo 

i 



J"(x)J"+*»+l(x) 



x' 



j''WJ'+'°'+'(X)^^^Q 



x* 



allgemein : 



P^M^^^ldx^O (in>l) 



oder: 



(39) 



f JP (X) J"+*»(x) , „ . ^,, 



Ferner : 



/j» (x) { J»+«»-i (x) + J»+»»+» (x) } d I = (m > 1 ) 



oder: 

Jj»{x) J»+««+i (i) dx = —fy(x) J»+«— 1 (x) dx = , . . = (- l)"'Jj"(x) J»+i{x) dx . 

u 
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Ans (33), (34) and (38) folgt: 

/j-(x) { J— » (x) + J"+»(x) } dx = 1 





•6 oe 

jj-(x) { J-Mx) - J'+Mx) } dx = 2 jj«(x) ^^ dx = [j-(x) J-(x)]"= , 



demnach : 






J«(l)J-+'(x)dX = y 



also 



(40) 



f J»(x) J«+»-+'(x) dx = (— 1)"» . i- . 



)fit Bflcksicht auf (38) und (34) ergiebt sich aas (36): 

Bei Benutznng dieser Gleichung erhält man vermOge (87) und (40): 

7"(x)J"+*»(x) 



9 



log X dx 



= r J°yj°"*"'y log x - . ^]^^^ , { j»(x) j»+»-+i (x) - j-+»»(x) j-+^ (x)}T 

[ 2(n + m) ^ 4m(n+m)* ^' ^^ ^' ^ ''J 



+ <-" 



4 m (n+m) 



Trotz des Logarithmus verschwindet die eckige Klammer, wie aus (30) und (31) 
folgt, an beiden Grenzen und man erhält: 



00 



f J" (X) J»+*» (x) , . (—1)- , ^,, 



Mit Hilfe der letzten Integralformeln lassen sich die Koeffizienten der in (32) 
und (35) auftretenden Reihen ermitteln. Zunächst ergiebt ein Blick auf die Differential- 
gleichung (29b), dafs dieselbe bei Vertauschung von x mit — x ud geändert bleibt; daraus 
folgt, dafs 

Y» (—X) = An Y»(i) + B„ J»(x) 

sein mufs ; aus dem ersten Gliede der rechten Seite von (32) erkennt man in Verbindung 
mit (31), dafs Ao= + 1 ist; daraus folgt, dafs die im zweiten Gliede von (32) auftretende 
Potenzreihe nur gerade Potenzen von x enthält. Jede solche Reihe läfst sich in eine 
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nach den Besselschen Funktionen J'^(x) fortschreitende Reihe entwickeln^), so dafs man 
erhält : 



f Y*(x) = 



= |V'(0)-Iog^lj«(i) + I«ij«(x). 



Multipliziert man beide Seiten mit — J*"(x) und integriert zwischen Null und 
Unendlich, so erhält man durch (37), (38) und (41): 



(— IV 

«„ = 2.^—^ (m>l) 

m \ = / 



also: 



(42) f Y^(x) = |^(0)-log^|j^x) + 2l(-l)i^. 

Mit Hilfe von (34) kann man Y''(x) aus Y^(x) ableiten; am einfachsten wohl auf 
folgendem Wege. Man erhält aus (33) und (34): 

n ^ djn 



yn+i = — y» — 



X dx 

Setzt man nun: 

yn = X" 17„ 

so folgt: 

1 dl^n 

oder: 

V-+y\y^)--^—^ + 2 ^, (-2)1- jx„+i . 

Da nun i^o gleich jo ist, so erhält man: 

(*3) y.(Vi)=(_2Vi)•*:^^ 

Differentiert man dieser Formel gemäfs (42), nachdem man darin ^x fUr x gesetzt 
hat, so ergiebt das erste Glied rechts: 

während die Differentiation des letzten Gliedes eine für alle endlichen Werte von x ein- 
deutige und stetige Funktion ergiebt; multipliziert man die entstehende Gleichung mit 

(— 2yx)'', vertauscht alsdann wieder ^x mit x, so wird das letzte Glied nach einer 
frtlheren Bemerkung in eine nach den Funktionen J''+*^(x) fortschreitende Reihe sich 
entwickeln lassen und man erhält: 



^) C. Nenmann, Theorie der Besselschen Fanktionen. Leipxig. 1867. 
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Multipliziert man diese Gleichung mit - J°*^'°'(x) und integriert zwischen Null 
und Unendlich, so erhält man mit Rücksicht auf (37), (38), (39) und (41): 



^,= (-lU °+Ji 



also: 



m J...,x,=|.<o,-..,|}a-«+ ;-|- -.„,. ?!;ä«. + |,-..i±ii,.-w. 

Die beiden Gleichungen (42) und (44) stimmen im wesentlichen mit den von 
Herrn G. Neumann') für die zweite Lösung der Besselschen Differentialgleichung gegebenen 
Form überein, wenn man nämlich berücksichtigt, dafs jene Lösung nach unserer Be- 
zeichnungsweise — Y ^° (x) + { ^ (0) + log 2 } J" (x) ist. 

Führt man in (44) für J°+*^(x) die durch (31) bestimmte Potenzreihe ein, so 
wird: 

_ xj" ~ * ( -ir(n+2A)x «'' ^ = X" T /_ nK x*^ V » + 2.1 



2\^,J^^^{n + X) II{y-X) n(n-^v+l) 2";^; ' 2«" ^^^ A(n + A) /7(v-A) «(n + .' + A) 
Setzt man: 

"^"-^^liü+X) n[v-i) n{n+v+X) 

so folgt: 

OO — 1 Ol 

r •' 1 " 11 

= y^ _ ö (V _ 1) // (n + V - 1) j 2^-^-(,;i^^yji-(^-;qrX'- ly " 2/7(^_;i_i) 77(04.^41)} 

Wie man sofort erkennt, heben sich die einzelnen Glieder der letzten beiden 
Summen bis auf das Anfangsglied der ersten fort und es resultiert: 

. 1 



1) C. Neumann, a. a. 0. % 20. 
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Da nun (pi = — i— - , so folgt : 

n + 1 



_«. 1 



SO dafs man erhält: 






(45) 



Setzt man diesen Wert in (44) ein, so folgt: 
TT „. , . ,. . . . X . 1 »-* ^n 2"^ Ji(x) 

00 -.2V 



2 Y-(x) =- J-(x).iog^ + ^ 2 ^-ijnx'-^^ 



+ ^ £<- ^J" 2»-/y.'zz(n+ 7) { ^(0) + 1. ITl I 



WO der letzten Summe für v = der Wert Null zu erteilen ist. 

Aus dieser Form fQr Y"" (x) erhält man sofort die etwas kompliziertere , welche 
Herr Lommel') für die Besselsche Funktion zweiter Art angegeben hat, wenn man be- 
rücksichtigt, dafs dieselbe nach unserer Bezeichnungsweise 



|^Y-(x) + {v'(n-|) + log2}j"(x) ist. 



Aus (29b) erhellt, dafs die Funktion V^xJ°(^x), wo ^ eine beliebige Konstante 
bedeutet, der Gleichung: 

genügt; bezeichnen demnach ^ und ^i zwei verschiedene Koeffizienten, so liefert (27): 

Sind nun ^ und ^i Nullstellen von J<'(x), so ist: 

1 
(^ß) Jx J- (^x) J» (^ix) dx = (^ > ^i) , 

und wenn man die Klammer nach ^i diflferentiert und alsdann '9i^=& setzt: 
(47) jx J°(^x) J»(^x)dx= ^ J»+M^) J°+'(^) . 

^ 



*) Lommel, Stadien über die Besselschen Funktionen. Leipzig 1868. % 24. 
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Die Formeln (46) und (47) ermöglichen die Koeffizientenbestimmung bei der 
Entwickelung einer willkürlichen Funktion in eine Reihe, welche nach den Funktionen 
x-'»J"(^;lx) fortschreitet, worin -^i alle Nullwerte der Funktion J°(x) annehmen mufs*). 

Ähnliche Integralformeln für die Funktionen Y können im allgemeinen nicht 
existieren, da die Funktionen an der unteren Grenze unendlich werden. Nur für die 
Funktion Y®(x) bleiben die betreffenden Integrale endlich und man erhält: 



m< 



jx YO(^x) Y V,x) dx = - ^ ^X^Zl^' (^ ^ ^^) 
|xY«(;>x) Y^^x)dx =|{yH^) + ^}{y'(^) - ^} 



V. 

Wie im dritten Abschnitt gezeigt worden ist, kann über die Koeffizienten jeder 
Differentialgleichung zweiter Ordnung so verfügt werden, dafs der Koeffizient der ersten 
Ableitung der abh&ngigen Variabelen verschwindet. Noch eine andere Transformation, 
welche bei allen zur Fuchsschen Klasse gehörigen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
anwendbar und in vielen Fällen vorteilhaft ist, möge zum SchluHs noch besprochen werden. 
Jede solche Differentialgleichung ist unter: 

(49) ^ + ^.dy+W_ 

enthalten, wo: 

V/(x) = (x - k,) (x — k,) . . . (x~k„), 

A und B ganze Funktionen von x höchstens vom Grade n — 1 resp. 2 n — 2 und die n 
singulären Punkte k^ alle von einander verschieden sind. Obige Differentialgleichung 
l&fst sich auf die Form: 

(50) V'W5^ + y(x)~ + x(x)-z = 

bringen, wo y und x höchstens vom Grade n — 1 resp. n — 2 sind. 

Zerlegt man nämlich die Koeffizienten von (49) in Partialbrüche, so ergiebt sich: 



d^ 
dx» 



-4x-k/dx"^,til(x-k.)' "^x-k^l^' 



wo 2x^ = ist Setzt man nun: 

n 



dt y dy 



so erhält man für z = 7t die Gleichung: 



^) Fourier, Theorie de la chalear chap. VI und Loromel a. a. 0. § 19. 
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wo nach (17): 

P_p + 2r_2 k , 

Q = q — rp + r' — r^ 
Nun ist: 

~y,t!=i (^-M (^-M ~ i. l (» -l^»)' ^-Kj' 

n 

WO A); eine von a und d abhängige Gröfse bedeutet und 2 lv=sO ist Hieraus ergiebt 
sich : 






Bestimmt man nun die Koeffizienten dv derart, dafs: 

ßv— dv{l+av+ dv) = 

ist, so nimmt die Gleichung für z die Form (50) an. 

Diese Transformation ist auf etwas anderem Wege schon von Herrn Fuchs ab- 
geleitet worden*). 



Die Differentialgleichung (50) läfst sich stets auf die Form bringen, welche ich 
die Normalform der Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit n singulären Punkten 
(oder die Normalform der n — 2 fach reduzierten Differentialgleichung nter Ordnung) ge- 
nannt habe'): 



(N) 



(x-kj (x-k,) . . . (x-k„) g = V(-l)"~^ 33 (1 , «,+ J Ä„_,_, x^ . ^ 



n— 1 



+ ^ (-l)-i 33(2, fi+i) «„_i_, x^-' . y . 



Hierin bedeutet ^j^ die elementare symmetrische Funktion ilter Dimension der 
Gröfsen ki, kt . . . kn und: 

»(i,«i) = *u; S(i,«A+i) = «i+i,i-f-*i+i.« + 2A- 1 (i>i) 
»(2, «i+i) = (*mi +^-1) («x+i.« +^-1)')- 

1) Heffter, Zur Integration der linearen homogenen Differentialgleichnngen II. Ordnung. Diss. 
Berlin. 1886. 

3) Joum. für Maihem. Bd. 111. pag. 45. 

3) Joum. für Mathem. Bd. 106. pag. 290/291. 

Sophien-Realgjmnaainm. 1895. 4 
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Setzt man: 

«i+i, 1 = «i+i ; «i+i, a = ^i+i ™* speziell «u = «i ; rfi = 1 

und wählt den Anfangspunkt der Koordinaten derart, dafs kn = ist, so geht (N) über in : 

dy 



(N.) 



X /7(x-k,) ^ =V(-1)-^ («Jui +*i+i + 2 A-1) Ä._i_i x^ ^^ 



' n— 1 

l 

1 



n— 1 



^n-X 



rl-l 



Bildet man gemäfs den Entwickelungen des dritten Abschnitts die transformierte 



Gleichung fQr z = e 



-IJ-pa. 



y , nämlich 



d"z 
dx* 



so ist zu berechnen s = q + -rP' — s-P'- Es ist: 

n— 1 

n 

1 

n— 1 



X»/7(x-k.)'-p'= :^(-ir-^i(rf,+i + *A+i + 2A-l)Ä„^;t-iX' //(x-k.) 

X=i 



n— 1 



n— 1 



- 2 (-1)-^ (<yj^^^ +ej^^,+ 2i-l) Ä„_i_, x^ . ^ (-i)«-»«-! (j«+i) Ä„_^_, x''. 



Bei Benutzung dieses Wertes und der Gleichung 

n— 1 

n 



I7(x-k,,) = -^(~-lp'*Ä^^x'*-' 



folgt : 



n-l 



S = 4x«/7(x— k^r-s 

1^=1 



n— 1 



2 (-1)»-^ { 4 (iTi+.+i-l) («i+i+^-1) - 2^ (<Ji+i + «i+i + 2^-l)} Ä„_i_, x^ • ^ (-1)':" Än-^x"-^ 



n-l 



n-l 



+ -5(-ir^<»i+i+*x+i+2A-i)Ä_i.,x^. -j(-.ir'*(d^+i+.^+i-3)Ä„_^_ix' 



s = 



Hieraus folgt: 

n — 1 n 



S ^(-l)i+^{ (2(Ji+, + A-2) (26i^, + X-2) - X (A + 2) } Ä^_i Ä„_„ xi+'^» 
+°i"'i'(-l)H/'(,ri+, + e^^, + 2A-l) (J^+x + e^+i-3) Ä._i_, Ä„-^.xX^+'' 

=V ' S\- 1)"+^ { (2 d;t+, + A _ 2) (2 «i^, + i - 2) - A (i + 2) } Ä._i_, Än_, +i_i x" 
i=0 i/=A 
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Setzt man ^^ = für ^ < und ^ > n, so können in allen Summen die oberen 
Grenzen beliebige gröfsere Werte erhalten ; es mögen alle oberen Grenzen gleich 2 n — 2 
gesetzt werden. Unter Benutzung der Formel: 

ergiebt sich dann: 

S = "iVl)"-^' x" ^ { (2(^^1 + ^-2) (2.^+1 + A-2) - i (i + 2) } Ä_;^., Ä„..^;t-i 

In den beiden ersten Summen können die unteren Grenzen auch gleich Null 
gesetzt werden wegen di= 1, und man erhält: 

(51) S-THlf+^x"! H^n-l-xK-y+l-i, 

wo: 

aiL = (2*A+i+A-2)(26;L^,+i-2)-((l;t+i+*A+i+2i-l)((^.-A+i+*^^^^ - ^(^+2) 

ist. Es taucht nun die Frage auf, bei welchen Substitutionen für die Elemente S und « 
die Gröfse S ihren Wert unverändert beibehält; dies wird eintreten, wenn die Faktoren 
von Än-_jL_i Än_y^.i_i fttr alle Werte von l und v in S unverändert bleiben. Diese sind 

daher jetzt ins Auge zu fassen; im allgemeinen lautet der betreffende Faktor, wie man 
aus (51) erkennt: 

a^ + K-iJ 

nur wenn i, = v — l lautet derselbe allein a;^; ist speziell y = so lautet er: 

ao = — *i(ffi— 2). 

Dieser Faktor bleibt unverändert bei der Substitution: 

(52) I. ii = «i n. ii = 2 — i?i. 

Ist ferner v — i = i, so bleibt der betreffende Faktor, nämlich: 
aA = (2<^Hi + i-2) (26;t+i + i-2) - (*Hi + *A+i + 2A-l) (d,^, + .;t+,-3) - i(Z^ 
= 1 — (<^;i+i— «A+i)' 
unverändert bei der Substitution: 

(53) djL+i = l>A+i— <^Hi ^^d gleichzeitig i^^^ = bj^+i — «a+i • 
Setzt man alsdann v = l, so ergiebt sich aus ajL + ao: 

4* 
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Substituiert man die Werte aus (52) und (53), so folgt für ii = £i: 

also: 

(54) d;^+i = «1 - <JjL+i — -i + 1 ™d ii^^ = 6i — €j^_^^ — l+l 

und für ii=2 — eii 

bjt+i = — i + 2 oder b^i^i = d^^^ + «jl+i — «i + 1 
also entweder: 

(55) J^^,= ~djt+i-i-h2 und «hi = — *i+i - -^ + ^ 

oder: 

(56) 5;^+! = djL+1 — «1 + 1 und «Jl+1 = «i+1 — «1 + 1. 

Setzt man irgend eins dieser drei Wertsysteme in den allgemeinen Ausdruck 
für ajL + a^jL ein, so erkennt man, dafs derselbe stets unverändert bleibt. 

Eine Lösung von (Nq) läfst sich stets in eine in der Umgebung des Nullpunktes 
konvergente Potenzreihe von x entwickeln; bezeichnet man diejenige Reihe, deren kon- 
stantes Glied gleich 1 mit F(dn«n...«ikn_i...kix) oder abgekürzt mit F (öiSiSikyX) und 

eine zweite Lösung mit <2>(d;^c;^cik^x), so ergiebt sich für das allgemeine Integral der 

transformierten Gleichung mit Rücksicht auf die Gleichungen: 

z = e -y 

P = -T + ^rrr-^ °i\-ir'(<Ji+i+*i+i-«i+2i-l)Ä._i_,x^-^ 

^ n (x-K) ^=' 

1 

und (54—56): 

(a) z = x^ e-^" "M Ai F (rfi*i«ik,x) + B, O (rfi«,*ik,x) } 

(b) z = x«'e--^'"*M A,F(e,— di-i + 2, «1— «i— i+2, e,, k^x)+B,Ö)} 

(c) z = x «e-^''"'MA.F(3— X— di, 3— i— «i, 2— ei,k^x) + B,Ö)} 

(d) z = x »e--^''-''MA4F(<ri-*i4-l,«i-«i+l, 2-«i,k^x) + B«<I>} 



wo: 



P' = 2/7(x-k,) °i)~^^""' (<'x+i+*Hi-*i+ 2i-l) Ä._i_, x^-^ 



1 



n— 1 



— ^ (e. -<r, ■ , — «,^, 4- 1) Ä._i_, X*-* ist. 



P* = 2n{x-k,) ^J~ ^^ ^'' ~ ^'^+' ~'^+' + ^^ ^"-^-^ "" 
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Aus (a) und (d) erhält man für das zweite Integral O von (Nq) die Form: 

In dieser Form hat auch Herr Hefifter*) das zweite Integral von (No) angegeben. 
Aus (a) und (b) folgt: 

(57) F {6j^sj^s,Kj) = n(^^\ *'.F(5i-di-i + 2, s,-ej^—X + 2, «^k^x) 



wo: 



1 »—1 



Diese Formel ist eine direkte Verallgemeinerung der Eulersehen Transformations- 
gleichung der hypergeometrischen Reihe: 

F(a/5fyx) = (l-xr+''-^F(r-a + l,r-/^+l,yx). 



>) Heifter, a. a. 0. p. 13. 



Charlottenburg, den 15. Dezember 1894. 



Druck TOD W. Form Ott er in Berlin. 
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